PROGRAMME DE COLLES MATH PCSI? semaines 21 et 22

du lundi 15 mars 2020 au samedi 27 mars 2021

1. Ensembles finis : nombre d’applications de E dans F.
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(QUESTIONS DE COURS RELATIVES AU PROGRAMME DE COLLES
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Nombre d’injections de E dans F' quand |E| < |F|, nombre de bijections de E dans F' quand

|E| = |F].

Ensemble des parties de E. Ensemble des parties & p éléments de E : combinaisons notées (Z)
Construction de I'e.v. K[X] a partir des suites d’éléments de K (K = R ou C). Produit de polynomes.

Dégré d’un polynoéme : degré d’'une somme, d’un produit.

Eléments inversibles de K[X]. Définition de la valuation d’un polynéme (et c’est tout).
Fonctions polynomiales. Composition de polyndémes. Degré d’une composée de deux polyndmes.
Division euclidienne dans K[X]|. Exemples de divisions pratiques. Multiples et diviseurs.

Division par (X —a) et par [[}_, (X — ax) lorsque les a; sont distincts.

Si P € K,[X], P posséde au plus n racines distinctes dans K (et corollaires).

Dérivation formelle. Propriétés : linéarité, produit, composition, degré.

Dérivations successives, formules de Taylor.

Reste et quotient de la division euclidienne de P par (X — a)F.

Racines multiples. Caractérisation a ’aide des dérivées successives.

Polynomes irréductibles. Si deg P = 1, P est irréductible. Polynémes irréductibles de degré 2.
Théoréme de D’Alembert-Gauss (admis). Irréductibles de C[X] et factorisation dans C[X].

Irréductibles de R[X] et factorisation dans R[X]. Exemples.

Somme et produit des racines d’un polyndéme scindé. Relations coeflicients-racines pour les polynémes

de degré 2 ou 3.

Définition d’espace vectoriel. Exemples. Régles de calcul, propriété de régularité.

Systémes de vecteurs. Combinaisons linéaires.
Sous-espaces vectoriels. Propriété caractéristique.

Sous-espace vectoriel engendré par un systéme de vecteurs.

Somme de sous-espaces vectoriels. Somme directe, sous-espaces supplémentaires.

Applications linéaires. L’espace vectoriel L(E, F').

Composition de deux applications linéaires. Inverse d’une application linéaire.

Image directe et réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire.

Caractérisation des applications linéaires injectives et surjectives a I’aide de Kerwu et Im u.

Ensemble des solutions d’une équation linéaire.

Si E est un ensemble fini, cardinal de I’ensemble des parties de F.

Si E est un ensemble fini, cardinal de ’ensemble des parties & p éléments de E.

Définition du dégré d’un polynéme et équivalence

VP = (a,) € K[X], Vk e NU{—0}, (degP < k)<= (VneN, n>k=a, =0)

Degré d’une somme, d’un produit : démonstration.

Définition du polynéme composé P o (). Degré de P o () : démonstration.

Division euclidienne : énoncé et démonstration.

(X —a)P | Pet (X —a)PTt Pssiil existe Q € K[X] tel que P = (X —a)PQ et Q(a) # 0 : preuve.

Sin € Net P eK,[X] posséde n + 1 racines distinctes, alors P =0 : preuve.

Preuve de la formule de Taylor : VP € K, [X], Va € K, P =
Caractérisation d’une racine d’ordre k € N* de P a l'aide de P et de P’ : énoncé seulement.

a est racine d’ordre k de P ssi (P(a) = P'(a) = --- = P#D(a) =0 et P*)(a)#0) : preuve.
Relations coefficients-racines pour les polyndmes de degré 2 (cours du début d’année) et de degré 3

Sous-espace vectoriel engendré par un systéme de vecteurs

ZZ:O %P(k) (X - a)k~

: énoncé et démonstration.
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